approximation are always higher as compared with those by HOUSTON'S approximation.
approximation are always higher as compared with those by HOUSTON'S approximation.
Conclusion
It has been found that VRHG approximation for the calculation of the DEBYE temperatures of cubic crystals is quite simple and gives accurate results in comparison with any of the other approximate methods. It takes about ten minutes on the slide rule to compute @D . The method is also general in that it is applicable to a crystal of any symmetry. Moreover, in this method the elastic parameters need not be that of a single crystal; such data on hot pressed sintered material will suffice for determining DEBYE 6.
Spinwellen in dünnen ferromagnetischen Schichten
Von RAINER J. JELITTO * Institut für Theoretische Physik der Universität München (Z. Naturforschg. 19 a, 1567 (Z. Naturforschg. 19 a, -1580 (Z. Naturforschg. 19 a, [1964 ; eingegangen am 31. Juli 1964) This paper is concerned with an ideal spin-l/2-HEisENBERG-model for thin ferromagnetic films. A general method is given for the calculation of the one-spinwave eigenstates and their spectrum in dependence on the lattice type and the orientation of the surfaces of the film. The function that characterises the shape of the spinwave perpendicular to the film must fulfil a linear eigenvalue-difference-equation as well as a set of boundary conditions.
For next-neighbour interactions this system may be evaluated for an especially simple case. For it spinwavestates of the form of cos-sin-functions as well as surface states are found. Their momenta are given by some transcendental equations, which are discussed.
For all other cases the given difference-equation cannot be solved in a closed form, but at any rate it is a starting point for numerical calculations.
In a subsequent paper it will be shown that the special case mentioned above covers some important surface orientations of the cubic lattice types. For films of these orientations the dependence of the magnetization on temperature and thickness of the film will be derived from the spinwave spectra.
Von allen Modellen, welche der quantenmechanischen Beschreibung des ferromagnetischen Zustandes dienen, stellt nach wie vor das HEISENBERGModell 1 lokalisierter Spins den günstigsten Kompromiß zwischen der Forderung nach physikalischer Richtigkeit einerseits und den Erfordernissen mathematischer Einfachheit andererseits dar.
Besonders bei niedrigen Temperaturen, bei denen das Konzept der Spinwellen ein angemessenes Bild liefert, führen bereits die einfachsten Näherungen zu guten Ergebnissen. Das so gewonnene BLOCHsche 2 ^'-Gesetz für die Temperaturabhängigkeit der spontanen Magnetisierung eines unendlich ausgedehnten dreidimensionalen Kristalls trägt dem tatsächlichen Verhalten dieser Größe gut Rechnung und wurde verschiedentlich experimentell bestä-tigt 3 
und die ScHRÖDiNGER-Gleichung liefert
wobei E0 bei positiver Austauschkonstante der tiefste Eigenwert des Systems ist. Über diesen Grundzustand hinaus läßt sich noch eine Gruppe angeregter Zustände von H samt ihrem Spektrum exakt angeben.
Besteht nämlich unser System aus N Gitterpunkten, so existieren N linear unabhängige Zustände Phys. Rev. 102, 1230 [1956 .
II. Ableitung der Differenzengleichung
Die dünne Schicht, der wir uns nun zuwenden wollen, bestehe aus F parallelen Netzebenen beliebiger Orientierung; in Richtung dieser Ebenen sei sie unendlich ausgedehnt. Der Ort eines Gitterpunktes n ist eindeutig festgelegt durch die Angabe der Netzebene / (/=1,...,F), auf welcher er liegt, und seiner Koordinate q auf dieser. Alle Gitterpunkte, die auf einer Ebene der Schicht liegen, bilden darauf ein zweidimensionales BRAVAis-Gitter, für das wir durch
periodische Randbedingungen einführen wollen.
In Schichtebene ist der HAMiLTON-Operator H wei- 
und der HAMiLTON-Operator (3) lautet in dieser
i und die Summationen in (14) laufen über alle Ebenen der Schicht, alle l und g also, für die sowohl 1 <Ll<^F als auch 1 l + g £ F gilt. Es ist für die folgenden Rechnungen bequem, sich durch Ein- 
-Zustände, bei denen auf der Ebene / eine Spinwelle mit dem Impuls X angeregt ist -die zweidimensionale Translationssymmetrie auf den Netzebenen bereits darstellen, müssen die Einspinwelleneigenzustände (8) dieses Problems notwendigerweise von der Form
I = £>(/) jX, /) = ££c(/) exp{i Xq} | q, /)
t.q (19) sein. Zunächst bilden wir H|X,/}. Dafür gilt
H|X,/)=£0|X,/) + [H,S//]|0)
o Eine Belation für die Entwicklungskoeffizienten c(f) erhalten wir daraus, wenn wir die Matrixelemente {x,g H|X) betrachten und die Orthogonalität der Zustände j/) berücksichtigen. So ergibt sich unmittelbar die Differenzengleichung
g= -oo
Diese Beziehung läßt sich weitgehend vereinfachen: Zunächst bemerken wir, daß wegen der Isotropie von J (m) und der Inversionssymmetrie des Gitters aus der Definition von /(/, g) in (15) die Relationen
folgen. Denn mit II = (Cjf, g) ist auch -tl ein Gittervektor und seine Zerlegung lautet
Weiterhin ersetzen wir in allen Faktoren von 
III. Umformung der Differenzengleichung
Bevor wir nun darangehen, diese Differenzengleichung so umzuformen, daß sie gelöst werden kann, wollen wir uns an einem einfachen Beispiel über die Bedeutung solcher Gleichungen informieren.
Setzen wir etwa T® = Tg =dg, i + <V-i, so erhalten wir aus (25) wobei N die Grundlänge der Kette sei. Für sie wird c{f) =c(f + N) angenommen, was auch als Schließen der Kette gedeutet werden kann. Ist F hingegen endlich, so folgt (26) nur mehr für / = 2 bis f = F-1, während sich für /= 1 und f -F die Beziehungen 
Die Lösung der Differenzengleichung (25 ) versieht uns also, wie im Falle der unendlich langen Kette so auch bei einer solchen von endlicher Länge, mit der vollständigen Kenntnis der Entwicklungskoeffizienten c(f) und der Energien, und somit der Einspinwelleneigenzustände des Systems und ihres Spektrums. 
<7=1
wobei r = ^ Fg die Anzahl der nächsten Nach-9 barn eines inneren Gitterpunktes ("Koordinationszahl" des Kristalls) ist.
IV. Zur Lösungstheorie der Differenzengleichungen (25) und (30)
Wie in der Theorie der Differenzengleichungen 22 gezeigt wird, ist die allgemeinste Lösung von (32) 
F-2D
(39) Von den Größen Tg sind dann nur T ö, r i und T'L! von Null verschieden, die Differenzengleichung (32) lautet
und die Randbedingungen (31) gehen in Liegt der eine der Impulse, etwa kx, fest, so ergibt sich der andere, k2, der zu dem gleichen rj gehört, sofort aus Gl.
(47). Und zwar erhält man für reelles kx , etwa als kx = s/ -cp geschrieben, k2 = s2 -cp = -sx' -<p und für kt = (n TI -cp) + i tx ist k2 = (nTi-<p) -itt.
Die hier eingeführte Größe s' = s + cp, die das Problem symmetrischer gestaltet, wollen wir in Zukunft als s bezeichnen.
Durch Einsetzen dieser Zuordnungen in die Bedingungen (46) erhalten wir nun die Bestimmungsgleichungen für die mit den Randbedingungen verträglichen Impulse, nämlich dafür, im Eigenzustand X) den Zustand 'X,/) vorzufinden, also festzustellen, daß sich bei Anregung von X) der umgeklappte Spin auf der Netzebene / aufhält. Im Gegensatz zu den Verhältnissen im kompakten Material ist diese Wahrscheinlichkeit in dün-nen Schichten durchaus von Ebene zu Ebene verschieden; sie schwankt im Falle der Raumlösungen periodisch und fällt für die Oberflächenlösungen von den Oberflächen der Schicht zur Mitte hin ab.
VI. Diskussion der Eigenlösungen und ihres Spektrums
Für die Lösungen der Gin. (50) und (51) bilden also die Zustände (52) und (53) die richtigen Entwicklungskoeffizienten c(/) der Einspinwelleneigenzustände J X) des HEisENBERG-Operators im Falle gegeben. Um Aussagen über die Verteilung der Energien und die realisierten Zustände zu machen, werden wir nun Anzahl und Verteilung der Lösun-gen s bzw. t der Gin. (50) und (51) 
Die untere Grenze ist trivial, an der oberen hat A(t) den Wert -1 und
was für alle a und 1 kleiner als -1 ist, so daß irgendwo im Intervall ein Schnittpunkt der beiden Funktionen liegen muß.
Die Kurven + und A(t) schneiden sich genau dann in einem Punkte f> 0 aus dem Intervall 0<2<-Ina, wenn die Anfangssteigung von ^l(f) kleiner ist als die von e t{ -F~x \ w 7 as auf folgende Bedingung führt:
Wir haben also das Ergebnis: Für alle a>0 existiert eine Lösung der Gl. (51 a) und die dazugehö-rende symmetrische Oberflächenwelle (53 a). Eine antisymmetrische Oberflächenwelle existiert dann und nur dann, wenn die Bedingung (59) erfüllt ist 27 .
Energetisch liegt die cosh-Welle tiefer als die sinh-Welle; sie gehört damit bei gegebenem a zum tiefsten Eigenwert des Systems. Denn aus (55 b) folgt
woran außerdem ersichtlich ist, daß rj für alle Werte von a endlich bleibt.
Die Gin. (50) für die Impulse der Raumzustände sind periodisch mit der Länge 2 n und -je nachdem, ob F gerade oder ungerade ist -symmetrisch oder antimetrisch zum Punkte S = TI. Bei der Diskussion können wir uns auf das Intervall 0 beschränken, da die Lösungen außerhalb dieses Intervalls notwendigerweise auf die gleichen Eigenwerte und linear abhängige Zustände führen. 
(59) und (62) 
C={c ( F -
Tab. 1. 
führen wir die Spiegelung an der Mittelebene der Schicht als Operation S ein; S hat dabei die Matrix-
Da S 2 = E, also S = S _1 gilt, bildet S zusammen mit E = (<3^.) eine der Inversionsgruppe isomorphe Gruppe. Transformiert man Jf 7 mit S?, so erhält man 
Anhang IV
Das asymptotische Verhalten des Spektrums
Es ist interessant zu bemerken, daß das Impulsspektrum unseres Problems im Falle F00 keines-wegs gegen die Werte sv = 2 JZV/F strebt, die sich in der BLOCHsdien Spinwellentheorie im dreidimensional-periodischen BRAVAis-Gitter ergeben. Vielmehr wird hier das asymptotische Verhalten durch die Beziehung In a preceding paper (I) the spectra of the one-spinwave-eigenstates of an ideal HEISENBERGmodel for thin ferromagnetic films were derived for a special type of surface-orientations. Now these results are applied to the cubic lattice types. First a theory is given for the calculation of certain coefficients by which the general equations of (I) are related to the special lattice types and surface orientations. It is shown that some of the most important orientations of the cubic lattice types belong to the case treated in (I).
For these orientations the dependence of the spontaneous magnetization on temperature and thickness of the film is calculated from the spinwave spectra. The formula obtained for this function was evaluated on a digital computer. The results, some of which are plotted, are discussed and compared with experimental dates.
In all cases the deviations from the magnetization of the compact material are found to be small, down to very thin films. 
* Jetzt Institut für Theoretische Physik der Universität Kiel.
